
E n erg ie - und  V a ria n z m in im ie ru n g  u n te r  V erw endung  
k o r re l ie r te r  W e llen fu n k tio n en

H. Kleindienst, M. Wolpers und D. Filberg
Institut für Physikalische Chemie und Elektrochemie der Universität Düsseldorf 

Z. Naturforsch. 44 a, 269-272 (1989); eingegangen am 22. Dezember 1988

Minimization of the Energy and the Variance Using Correlated Wave-Junctions
The influence of an additive correlation term in the wave-function on the energy and the variance 

is discussed for the example of He-atom. Furthermore, a correlated orbital like Ansatz is tested for 
this case.

1. Einleitung

Die Methode der Konfigurationswechselwirkung 
(CI) ist eines der gängigsten Verfahren zur Bestim­
mung der Korrelationsenergie. Wie die bei vielen 
Rechnungen gemachten Erfahrungen gezeigt haben, 
ist die Konvergenz einer Entwicklung der Wellenfunk­
tion nach Slater-Determinanten jedoch sehr schlecht. 
Eine der wesentlichen Ursachen dafür sind die Sin­
gularitäten im r—Teil des Hamilton-Operators. Aus 
diesem Grund ist es naheliegend, zur Konvergenzver­
besserung eine Kompensation dieser Singularitäten 
durch korrelierte, d.h. -abhängige, Wellenfunk­
tionen zu erreichen. Entsprechende Ansätze sind z. B. 
in Form von Entwicklungen in inneren Koordinaten 
[1, 2] und in der SCC-Methode (Superposition of Cor­
related Configuration) [3, 4] durchgeführt worden. 
Unlängst hat Kutzelnigg [5] einen Ansatz für eine kor­
relierte Wellenfunktion vorgeschlagen, bei dem eine 
direkte Abspaltung der Singularitäten vorgenommen 
wird. Mit der Funktion

V = (\ + \ r l2) e~xiri +ri) (1)
n m

+ 1  X clmnr[
1 = 0 n.m= 1

l+n- 1 „/ + m - 1 r2 e-"<"+r*> J>(cOS 6l:

hat Kutzelnigg für das He-Atom eine drastische Ver­
besserung der Konvergenzeigenschaften gegenüber der 
unkorrelierten CI erzielt und mit nur 80 Konfigura­
tionen nahezu spektroskopische Genauigkeit erreicht. 
Bezüglich eines vergleichbaren Ergebnisses mit hyper­
sphärischen Koordinaten siehe [6].
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Da die Varianz ein wesentlich schärferes Kriterium 
für die Qualität einer Wellenfunktion darstellt als die 
Energie, war es Ziel unserer Arbeit, die Verhältnisse 
bei der Minimierung der Varianz unter Verwendung 
eines solchen Ansatzes zu untersuchen. Darüber hin­
aus wurde eine den Löwdinschen NO's (Natürliche 
Orbitale) analoge Entwicklung der korrelierten Wel­
lenfunktion vorgenommen, wobei eine Korrelations­
funktion auf die folgende Weise:

V(l,2) = (l I  diXi(l)Xi(2)
i = 1

(2)

additiv vorgeschaltet wurde. Zur direkten Bestim­
mung dieser korrelierten NO's wurde das von Ahlrichs 
und Driessler [7] angegebene Verfahren entsprechend 
modifiziert.

2. Theoretische Grundlagen

Bekanntlich können durch Minimierung der Va­
rianz gleichzeitig obere und untere Schranken für 
Energieeigenwerte erhalten [8, 9] werden. Dazu wird 
der Rayleigh-Quotient

((jt-A * ) r u jf - A * )  R [/*, ^  = —----------— --------- -—-  = V (3)
*p | *py

minimiert und so eine zugehörige Minimalfunktion 
bestimmt. Mit Hilfe dieser Funktion läßt sich gemäß

= J f  (4)

eine obere sowie mit /* — yJV eine untere Schranke 
des zu /* nächst gelegenen Eigenwertes angeben. Wie 
die von Kleindienst u. a. [10,11] durchgeführten Rech­
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nungen zeigen, lassen sich unter Verwendung von Ab­
standskoordinaten (He) bzw. elliptischer Koordinaten 
(Hj ) Ergebnisse von spektroskopischer Genauigkeit 
erzielen. Bei größeren Systemen ist man jedoch auf 
den Orbitalansatz angewiesen, der aber zu keinen gu­
ten Resultaten führt. Auch durch nichtlineare Opti­
mierung etwa im Rahmen eines MC-SCF-Verfahrens 
[12] gelingt es nicht, die unteren Schranken wesentlich 
zu verbessern. Aus diesem Grund erscheint es sinn­
voll, analog zu oberen Schranken mit korrelierten 
Wellenfunktionen zu arbeiten.

Am Beispiel des Helium-Atoms wurde untersucht, 
welche Konvergenzverbesserung durch Verwendung 
korrelierter Wellenfunktionen für die Varianzmini­
mierung erreicht werden kann. Mit dem oben angege­
benen Ansatz (1), geschrieben als

V = g<P + T d ,(p , (5)

mit
g =1 + \ r 12, <z> = e~a(ri+r2\  

<pß = r"* r2* e-" '(ri +r2) />(cos 0X2) 

und dem Hamilton-Operator

/  1 1 \  1
j f = - l ( A l +A 2) - 2 [  — + — ) + —  (6) 

VI rl J  r12
wurde eine Varianzminimierung für den Grundzu­
stand durchgeführt und mit den Ergebnissen einer 
entsprechenden Rechnung mit unkorrelierten Wellen­
funktionen verglichen. Die Verwendung korrelierter 
Funktionen erfordert die Bestimmung zusätzlicher in­
nerer Produkte der Form

Sl l = < g0 \g0> , Sß l = S lß = Q 0 \ 9 ß>, (7) 
H ll = <g0\Jirg0yt Hßl= H lß = < g 0 \ j r 9lt>, (8) 
H2 x = (J tg  0  \J?g0>, Hl, = H2lß = < j f g 0 \ j r  (9)

deren Berechnung, soweit sie nicht bekannt sind, im 
Anhang angegeben ist.

Versucht man den Ansatz von Kutzelnigg auf grö­
ßere Systeme auszudehnen, so ist man auf eine Kopp­
lung von Korrelation- und Orbitalansatz angewiesen. 
Da bekanntlich die Löwdinschen NO's die beste Or­
bitalbasis für eine CI darstellen, wurde am Beispiel des 
He-Atoms untersucht, welche Eigenschaften eine ent­
sprechende Entwicklung unter Berücksichtigung der 
Korrelation aufweist. Dazu wurde ein Ansatz der 
Form

yy = g 0 +  I  diXtXt (10)
i= 1
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gewählt, wobei zur Bestimmung der Orbitale ein auf 
folgende Weise modifiziertes Verfahren von Ahlrich 
und Driessler [7] verwendet wurde: Ausgangspunkt ist 
eine Wellenfunktion der Gestalt

^  = n +  z  CijXiXj (id
i-j= 1

mit

V°o = g 0 +  £  dr/iXi, (12)
i = 1

womit eine völlig analoge Behandlung des Iterations­
problems gewährleistet ist [13].

3. Ergebnisse

In den folgenden Tab. 1 und 2 werden die mit korre­
lierten und nicht korrelierten Wellenfunktionen er­
hältlichen Varianzen und Energien gegenübergestellt. 
Dabei bedeutet dim Vn = (N + 1) M2 die Dimension 
des Konfigurationsraumes und ER der aus der Ritz- 
Minimierung erhältliche Energiewert.

Tabelle 4 erlaubt den Vergleich zwischen Energie­
werten, die man bei der Verwendung eines NO-An­
satzes mit und ohne Korrelation erhält.

Tab. 1. Varianzen und Energien mit nicht korrelierten Wel­
lenfunktionen (a — r]l = 1.8) in a.u.

N M dim Vn V

1 7 98 -2.900335 -2.880030 1.616 E-l
2 7 147 -2.902467 -2.891585 1.231 E-l
3 7 196 -2.902900 -2.893842 1.113 E-l
4 7 245 -2.903001 -2.894293 1.079 E-l
5 7 294 -2.903024 -2.894367 1.071 E-l

Tab. 2. Varianzen und Energien mit korrelierten Wellen-
funktionen (y. — rj, = 1.8) in a.u.

N M dim Vn +1 Fr A* V

1 7 99 — 2.903687 -2.903633 1.522 E-3
2 7 148 — 2.903714 -2.903705 5.215 E-4
3 7 197 -2.903719 -2.903715 3.476 E-4
4 7 246 -2.903720 -2.903716 3.066 E-4
5 7 295 -2.903720 -2.903717 2.974 E-4

Tab. 3. Orbitalauswahl.

N Orbitale

1 1 s
2 1 s. 2 s
6 1 s, 2 s, 2 p. 3 s 

14 1 s, 2s, 2p. 3s. 3p, 3d 
30 1 s. 2s, 2p. 3s, 3p. 3d. 4s, 4p. 4d. 4f 
50 1 s,2s,2p.3s,3 p.3d.4s,4p,4d.4f, 5s,5 p. 5d. 5f.6s,6p
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mit
P = - 1 ,0 ,1 ,...; M = - 1 ,0 ,1 ,...; N = 0 ,1 ,.... (14)

N
nicht korreliert korreliert

1 -2.750000 -2.824119
2 -2.850225 -2.878333
6 -2.895739 -2.901015

14 -2.899185 -2.901753
30 -2.900991 -2.902731
50 -2.902178 -2.903183

Tab. 4. Vergleich der mit 
mit nicht korrelier­
ten und korrelierten 
NO's (y. = rj,) erhalte­
nen Ritzwerte in a.u.

4. Diskussion

1

1

Anhand der oben aufgeführten Ergebnisse (Tab. 1 
und 2) ist erkennbar, daß die Verwendung korrelierter 
Wellenfunktionen zu drastischen Verbesserungen 
bzgl. der Varianz führt. Spektroskopische Genauig­
keit kann aber auch hier nur durch einen sehr großen 
CI-Ansatz erzielt werden und läßt sich selbst durch 
295 Konfigurationen nicht erreichen, obwohl der zu­
gehörige Energieeigenwert von -  2.90372 H bereits in zu Integralen des Typs 
6 Stellen signifikant ist. Die von Kutzelnigg erzielte 
Genauigkeit konnte nicht erreicht werden, da auf eine j j rM r

Die Lösung dieser Integrale wurde aus [9] entnom­
men.

2) Zur Berechnung von Slß, Hlß und HXß benötigt 
man:

2a) (cpv | tpß} ergibt Integrale des Typs I2 mit

N\
r" e~ardr = — 

o '"
I2(N, a) = J rNe"ardr =

(a)
(15)

2 b) | ----tpß y führt über die Neumann-Entwick­
lung 12

k = o r <
^ -P k( COS012) (16)

nichtlineare Optimierung mit verschiedenen Parame­
tern a und >7, verzichtet wurde.

Wie Tab. 4 zeigt, sind die oberen Schranken für die 
Energie selbst bei Verwendung von 50 korrelierten 
NO's -  konstruiert aus der angegebenen Orbital­
basis Tab. 3 -  schlecht. Eine Ausdehnung korrelierter 
Wellenfunktionen, die vom Orbitalansatz Gebrauch 
macht, muß deshalb skeptisch beurteilt werden.

_ e-a(n + r2) dri dri

= S j r f - * - 1 r2N+ke -a(ri+r2)dr1 dr2
0 r2

M+k „N — fc — 1 2 g-a(r, + r2) ^  ^

mit

j rN e~xr dr =
N\

(a)
£  M T

v = o v!

(17)

(18)
5. Anhang

Die inneren Produkte (7)-(9) lassen sich in folgende Für M — k — 1 = — 1 oder N — k — 1 = — 1 tritt ein
Grundtypen unterteilen: Sonderfall ein. Dieser kann mit Hilfe folgender Sub-

1) Zur Berechnung von Sll5 HXi und HU werden stitution
folgende Integrale benötigt: (13)

/ 1(P,M,N)=J J ' ' j ' 2 rpx2 r™ r2 e~a<ri +r2> dr12 drx dr2
0 0 |r,-r2|

' 1 — ' 2 ■ i r = --------  mit dr: =
2r,

f i+ r 2 

gelöst werden.

(1 -r)2
dr

2a
f f

.M-k- 1 „N+k 1 OO ("1 i r ) « - 1" 1 ___ -
e-(".+r2) dridr2 = 2 J j 2 dr, dr

0 r2

2(M + N)\ (N+k
1 X (-1 )V(2a)M+N+1 

2c) <r120 | 

Mit der Entwicklung r12 = X

iV + fc
v

1

0 0 (1 -T>

»N + k-v (2 ~  1)
V

r" /2 1

M-k+ 1 2

+ ln 2 • 2;

rk<

(19)

k = 0 [2k + 3 r* 2 fc -l r*"
Pk (cos 012) (20)
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j r ? - j - e - - (ri+,*) dr1dr2 
o o  !>

= J J rM -^N + H le- ä|ri+r2, dri dr_ (21)
0 r2

o n 
(siehe (18)).

Sonderfall für M — k — — 1 oder N — k = — 1:

1 f rff - " r2N+k + 1e -a(ri+''2)dr1dr,
0 r2

1 oo fi i -fc 2a
= 2 H  77 TJ , - > . i ' r Kt ~ *  dr2 dr (22)00 (1 — t) 

(siehe (19)).
1

2d) <<pv|—  
Hz

Mit Hilfe des Cosinussatzes gilt

1 _ 1
ri2 rj + rj — 2 r1 r2 cos Ol2

1 1
(23)2 rx r2 r\ + r\ 

2 r1 r2
cos 0i:

Mit o = —------ und // = cos#12 läßt sich eine Ent-
2 rxr2

wicklung ansetzen zu 

1
= Z  ockPk(M). (24)

g~M k = o

und Varianzminimierung mit korrelierten Wellenfunktionen 

Die Koeffizienten ak werden wie folgt bestimmt:
/  1 \
{ — n i n ) )

/ 2/c + l
ll/5̂/^) Q-fi

dp

= (2/c + l) Qk(g) (25)

(s. Neumann's Formel für Kugelfunktionen [14]) 

1
= X (2k + \)Q k(Q)Pk{M).

Q—P k = 0
(26)

Mit der Bestimmung der EntwicklungskoefFizienten
1

ak läßt sich nun folgende Reihe für angeben:
rr.2 12

2 rx r
(27)

2 k = 0

wobei die öfc(ö) die Legendre-Polynome 2. Art sind. 
Aus obiger Entwicklung leiten sich ein nichtlogarith- 
misches und ein logarithmisches Doppelintegral ab; 
das nichtlogarithmische läßt sich auf Integrale der 
Form I2 zurückführen; das logarithmische wird mit 
folgender Substitution berechnet:

r l = u(\+ 1), r2 = u ( \- t ) ,

r2 + r2
J ( r f r 2" e - 2«(r' +rj) In

r, - r -
drx dr2

- 2

00 1
1 10 - 1

(M + N + 1)! i

,m + n+ 1 „-4 m

(28)

dt du= - 2  f J (l + f)M( l- r ) Nln |r |

J (1 +r)M(l - 0 N In I r| d t . (29)\M +JV + 2(4a) — i

Bezüglich weiterer Details siehe [13].
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